Capitulo 1 Marco Teorico del PAV

1.1 Teoriade Grafos
1.1.1 Grafos No Dirigidos

En un sentido amplio, un grafo G es un diagrama que, si se interpreta en forma
adecuada proporciona informacion. Cuando los grafos no tienen direccion alguna, se dice
gue son grafos no dirigidos, por lo que en esta seccidon se discutira sobre ellos
mencionandolos simplemente como grafos. Lo mas importante de un grafo son sus
objetos y lineas. Los objetos, representados por puntos, se llaman vértices o nodos vy las

lineas que los unen aristas. Se denotan los vértices de G como vy, V,,....., v, Y las aristas
por e, e,,....., &, siendo €l subindice v de v,, e nimero total de vérticesy el subindice e

de e, e nimero total de aristas, ver el eiemplo en la figura 1.1.a. Pero algunos autores
hacen otro tipo de notacion, es decir denotan a los vértices con una de las Ultimas letras
del alfabeto, y a las aristas las denotan con ndmeros o bien también con letras, de
preferencia las primeras letras del alfabeto, ver figural.1.c. El grafo delafiguraNo. 1.1a
y L.1btienen 5 vérticesy 7 aristas, mientras que lafigura 1.1.c tiene 4 vérticesy 6 aristas.
En lafigural.l.c, las aristas que unen a vértice v con el w se llaman aristas mditiples o
paralelas. Unade las aristas conecta a vértice w consigo mismo, a ésta se le denomina
lazo. [KEN9O].
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Figura1l.1 Vérticesy Aristas

Una manera méas formal de definir un grafo es::

Definicion 1: Se denota al conjunto de todos los vértices de un grafo G por Vg vy, al
conjunto de aristas por E; [LOOS5].

Por gemplo, en el grafo G delafigural.l.c, Vs ={v,w, X,y} Yy Es={a b, c, d,
e, f}. El nUmero de elementos de V es llamado €l orden del grafo G, por lo que en €l
gemplo de lafigural.1l.c el orden del grafo G es 4. Un grafo nulo es un grafo con orden
cero. Una arista esta determinada por 1os nodos que conecta. La arista ¢ de la figura
1.1.c, por ggemplo conectalos nodosv y w y sedice que esde laforma (v, w). Un grafo
esta completamente definido por sus conjuntos de vérticesy aristas [LOO85].



En lateoria de grafos nos interesan las aristas que se unen para formar un camino.
En los caminos se permite la repeticion de aristas, b-a-b-e-f-a-a-b es un camino. La
longitud de un camino es la cantidad de aristas que tiene. En b-a-b-e-f-a-a-b tiene
longitud 8, ver la figura 1.1.c. Las aristas adyacentes en un camino tienen un vértice
comun. Por lo tanto, un camino determina una sucesion de vértices. Las sucesiones de
vértices correspondientes a los caminos de la figura 1.1.c estan representados en la
siguiente tabla[KEN9Q] :

El camino Su Sucesion de vértices
d-b-f-e X-V-W-Yy-V
c-f-e-b-a V-W-Y-V-W-W
b-a-f-e-c V-W-W-Y-V-W
c-af-e-b V-W-W-Y-V-W
b-a-b-e-f-a-a-b V-W-W-V-Y-W-W-W-V

Tabla 1.1 Caminosdelafigural.l.c

Es interesante detectar ciertos detalles como que el nimero de vértices en una
sucesion de vértices supera en uno a de las aristas en un camino. Cuando un grafo no
tiene aristas paralelas ni lazos, entonces la sucesion de vértices determina el camino de
manera Unica [KEN9Q0]. Un camino escerrado s €l primeroy el Ultimo vértice de la
sucesion de vértices son e mismo. Un ciclo es un camino cerrado eficiente en el sentido
de gue no repite aristas y en la sucesion de vértices todos son distintos, excepto €l
primeroy €l ultimo. Un grafo esaciclico si no tiene ciclos. Un camino esaciclico s el
subgrafo que contiene las aristas y los vértices del camino es aciclico. El grafo de la
figura 1.2.ano es aciclico ya que v-u-y-x-w es un ciclo, mientras que el grafo de lafigura
1.2.b es aciclico ya que no contiene ciclos [KEN90]. Es importante hacer notar que €l
lenguaje de teoria de grafos no se ha estandarizado : varios autores utilizan "circuito" y
"lazo" paralo que otros llaman ciclo, y "ciclo" se utiliza a veces para un camino cerrado
[KEN90]. Cabe aclarar que en este proyecto se usara la notacion de [KEN9Q] para
denotar un circuito, es decir circuito es equivalente aciclo.

(b)
Figura 1.2 (a) Grafo No aciclico; (b) Grafo aciclico

Definicion 2 : Un grafo no dirigido es conexo si todos sus pares de vértices distintos
estan conectados por un camino en el grafo [KEN90].



Ver figura 1.3.a donde se muestra un grafo conexo y en lafigura 1.3.b un grafo no
conexo [AHO74]. Un subgrafo conexo de un grafo conexo G que no esta contenido
propiamente en ningun otro subgrafo conexo de G se [lama un componente de G vy €
numero de componentes de G es denotado por «w(G) . EI componente que contiene a un
vértice dado v consta de vy de todos los vértices y aristas de los caminos que empiezan
env [KEN90Q]. En lafigura 1.3.a hay un componente mientras que en lafigura 1.3.b hay
dos componentes en el grafo.

() (b)

Figura 1.3 (a) Grafo Conexo; (b) Grafo no conexo

La valencia de un vértice en un grafo no dirigido es el nimero de aristas que
confluyen en él, por ggemplo la valencia del vértice c de lafigura 1.2.b es de 2, mientras
gue lavaenciadel vértice x enlafigural.2.aesde 3 [KEN90Q].

Cada grafo puede ser representado con estructuras mateméticas, una de estas
estructuras consiste en que cada grafo puede tener una matriz de incidenciay una matriz
de adyacencia, asi para cualquier grafo G donde corresponde unamatrizv x e llamada
matriz de incidencia de G. Se denotan los vértices de G como v,, V,,....., Vv, Y las aristas
por e, e,,....., & Entonces la matriz de incidencia de G es la matriz M(G) = [m; ],

dondem;; esel ndmero de veces (0, 1 0 2) quev; y g son incidentes. Lamatriz incidente
de un grafo esjusto un camino diferente de especificar a grafo. Otra matriz asociada con
G eslamatriz de adyacencia, estaes lamatrizv x v A(G) = [&; ], en donde a; esel
ndmero de aristas que unen av; con v;. Se muestra a continuaci on enlafiguraNo. 1.4 un

gemplo de un grafo, en latabla 1.2 su matriz de incidencia, y en latabla 1.3 su matriz de
adyacencia[BON76].

Figura 1.4 Grafo (G)
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vV 1 1 0 0 1 0 1
1
Vs 1 1 1 0 0 0 0
Vs, 0 0 1 1 0 0 1
Vv, 0 0 0 1 1 2 0
Tabla1l.2 Matriz deincidencia M (G)
V, V, Vs Vy

A 0 2 1 1

Vv, 2 0 1 0

Vs, 1 1 0 1

Vv, 1 0 1 1

Tabla 1.3 Matriz de Adyacencia A(G)

La matriz de adyacencia de un grafo es generalmente considerada mas pequefia
gue su matriz de incidencia, y es en esta forma que un grafo se almacena cominmente en
las computadoras [BON76].

Otra forma de representar grafos es por medio de listas enlazadas. Cuando se
procesan conjuntos de datos cuyo espacio de almacenamiento no se puede predecir a
priori (en tiempo de compilacion) y ademas la actividad de los mismos (inserciones y
borrados) es frecuente, las estructuras de datos estaticas (10s arreglos) no son adecuadas
para su implementacion. Por 1o que unalista enlazada es una secuencia de nodos que se
encuentran enlazados cada uno con el siguiente mediante un enlace o puntero. Cada
elemento (nodo) de una lista enlazada debe tener dos campos. un campo (info) que
contiene el valor de ese elemento y un campo (enlace o puntero) que indica la posicion
del siguiente elemento. En lafigura 1.5 se muestra un gjemplo de un nodo [JOY 9§].

Mateméticamente, unalista es una secuencia de cero o méas elementos de un tipo
determinado (que por |o general se denominaratipo_elemento). A menudo se representa

una lista como una sucesion de elementos separados por comas a,, &, ....., &, donden=0
y cadaa esdel tipo tipo_elemento. Al nimero n de elementos se e [lama longitud de la

lista. Al suponer que n = 1, se dice que &, es el primer elemento y a, es el ultimo
elemento. Si n = 0, setiene unalistavacia, es decir, que no tiene elementos [AHO74].

Info = datos
Info Enlace Nodo

Enlace = puntero

valor puntero

Figura 1.5 Nodo de unalistaligada o lista enlazada
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Las listas enlazadas son estructuras de datos lineales que si bien ofrecen una gran
flexibilidad de disefio, determinados problemas son dificiles o, en su caso, lentos de
resolver, por eiemplo, el caso de la blusgueda de un determinado elemento que exige, un
recorrido secuencial que ralentiza el proceso. En este caso son mejor |os &rboles que son
estructuras que permiten representar datos que tienen enlaces jerarquicos entre ellos
[JOY 98].

Desde el punto de vista de grafos, recordando que un grafo aciclico es aquél que
no contiene ciclos, entonces :

Definicion 3: Un arbol es un grafo aciclico conexo [BON76].

Ver lafigura 1.6 donde se muestra un ejemplo de arboles de 6 vértices, donde se
puede observar que todos los arboles de seis vértices tienen 5 aristas.

Teoremal: Enunarbol, dosvértices cualesquiera son conectados por un camino
Unico [BON76].
®

AA A

Figura 1.6 Arboles de seisvértices

Supoéngase que V' es un subconjunto no vacio de V (vértices), hay grafos que se
manipulan quitdndole vértices, si v es un vérticey G es un grafo se puede escribir G - v
para denotar al grafo que se obtiene al eliminar el vértice v. Esto se hace en lugar de
escribir G - V', donde es el subgrafo obtenido de borrar los vértices en V' junto con sus
aristas incidentes, Si V' = {v} se escribe G - v en un abuso de notacién en lugar de G -
{v}. Por otro lado, es conveniente muchas veces manipular grafos quitando o agregando
aristas, sl e esunaaristay G es un grafo escribimos G - e para denotar € grafo que se
obtiene al eliminar laaristae. Siendo E' un subconjunto no vacio de E, cabe aclarar que al
grafo G sele borran las aristas en E' que esdenotado por G + E'. S E' = { e} seescribe G
-e yG+ e enunabusodenotacionenlugar deG-{e} y G+ {e} [BON76].

En general puede decirse que:

Teorema2: Sea € el nimero de aristas de un grafo, y v el nUmero de vértices de un
grafo, entoncessi G esun arbol, se cumpleque €= v-1 [BON76].
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Para ejemplificar €l teorema 2 ver cada uno de los &boles de lafigura 1.6 conv =
6 vérticesy € =v- 1=6-1=5aridas.

Definicion 4 : Sea G un grafo y usando a «w(G) para denotar € nimero de componentes
deun grafo. Una arista cortada (Cut edge) de G esuna aristae tal que
w(G-e) >w(G) [BON76].

Deladefinicion 4, w(G-e) > w(G) puede ser gemplificado en lafigura 1.7 donde
se muestra un grafo con las aristasa y b (figura 1.7.8); si se quitaen lafigural.7.b la
arista a entonces w(G) sigue siendo el mismo nimero de componentes igual a 1 por lo
gue a no es una arista cortada; sin embargo s se quita la arista b en la figura 1.7.c €
numero de componentes es ahorade 2, o que demuestraque b es una arista cortada.

a a

4
N\

(a) (b) (c)
Figural.7 (a) w(G) =1, (b) &(G) =1, (c) w(G) =2

Teorema3: Una arista e de G es una arista cortada de G si y solo si e no esta
contenidaenun ciclodeG [BON76].

El grafo de la figura 1.8 muestra un ejemplo de aristas cortadas usando |os
conceptos del Teorema 3.

Figura 1.8 Aristas cortadas de un grafo

El siguiente teorema con la ayuda del concepto de aristas cortadas consolida el
detectar con firmezalo que es un arbol :

Teorema4: Un grafo conexo esun arbol si y solo si cada arista es una arista cortada
[BONT76].

Definicién 5 :Un arbol de expansion o bien arbol abarcador, es un arbol que contiene
todos los nodos de un grafo y ningln otro mas [AHO74].
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1.1.1.1 Grafos Pesados
Un grafo pesado puede ser definido como :

Definicion 6: Sea G = (V, A) un grafo conexo en donde cada arista (u,v) de A tiene un
costo asociado c(u,v). Un arbol abarcador para G es un arbol que
conecta todos los vérticesde V [AHO74].

De la definicion 6 nace la inquietud de conocer cual es el costo de un érbol
abarcador; donde el costo eslasuma de los costos de las aristas del arbol. Y con ello se
cuestiona también si habra varios costos debido a que hay diferentes combinaciones en
los caminos de un &rbol abarcador y de entre todos estos costos que exista un costo
minimo [AHO74].

Corolario 1: Cada grafo conexo contiene un arbol abarcador [BON76].

Teorema5: Sea T un arbol abarcador de un grafo G conexo y sea e una arista de G
gue no estaen T. Entonces T + e contiene un ciclo unico [BONT76].

Muchas aplicaciones exigen la identificacion de un &rbol abarcador para un grafo
conexo, pero una aplicacion tipica de los arboles abarcadores de costo minimo tienen
lugar en el disefio de redes de comunicacién, donde los vértices del grafo representan
ciudades, y las aristas, las posibles lineas de comunicacion entre ellas [AHO74]. Las
figuras 1.10 y 1.11 muestran dos de los muchos érboles abarcadores correspondientes al
grafo de lafigura 1.9. Cada arbol abarcador muestra una manera de planear |as rutas de
transporte de tal forma que cada ciudad pueda ser atendida [LOO85].

SEA

678

SFO

347

LAX ®
HST

Figura 1.9 Ejemplo de grafo que muestra las distancias entr e ciudades
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347
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Figura 1.10 Arbol abarcador delafigural.9

SEA

678

NSH
SFO

347 ® NOR

LAX

HST
Figura 1.11 Otro arbol abarcador delafigura 1.9

Es de interés primordial identificar un arbol de expansién minima o éarbol
abarcador minimal para un grafo. Recordando que €l costo de un arbol de expansion es
la suma de los pesos de sus aristas. El costo del arbol abarcador de lafigura 1.10 es de
6845 millas; el costo del arbol abarcador de lafigura 1.11 es de 6567 millas. Ninguno de
estos costos parece corresponder a arbol abarcador con e menor costo posible [LOO85].

Se puede calcular el arbol abarcador minimal con un método desarrollado por
Kruskal, y el arbol de expansion minima o arbol abarcador minimal es el que corresponde
alafigural.12 parael abol delafigura 1.9, donde se incluyen todos los nodosy €l arbol
abarcador minimal esta completo con un costo de 5479.
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Figura 1.12 Arbol de expansién minima o arbol abarcador minimal
1.1.2 Grafosdirigidoso Digrafos

Otro caso especial de la estructura de grafos general es el grafo dirigido o para
abreviar digrafo, donde las partes esenciales del digrafo son sus objetos y sus lineas
dirigidas. Las lineas dirigidas nacen de asignarle direccién alas aristas del grafo; lafigura
1.13 es un gemplo donde cada arista del grafo dirigido incluye una flecha paraindicar la
direccion [LOO85]. Puede definirse como :

Definicion 7 :Un grafo dirigido o digrafo es el conjunto finito y no vacio V (de vértices)
junto con un conjunto E (disunto de V) de pares ordenados de distintos
elementos de V. En este caso, se refiere a los elementos de E como arcos
[BEH81].

El digrafo D delafigura1.13.b con V(D) ={u, v, w} y E(D) ={ (u, v), (u, w),
(w, u)} muestra que (u, v) es un arco de D, mientras que (v, u) no lo es. Pero puede
ocurrir en general que para cada arco (u, v) del digrafo D, (v, u) [J E(D), entonces los dos
arcos (u, v) y (v, u) de D pueden ser denotados juntos como {u, v}, de esta manera un
grafo es un digrafo asimétrico , pero lateoria de digrafos es esencialmente distintaala de
grafos [BEH81].

(b)
Figura 1.13 Grafo dirigido o digrafo

Otra definicién de digrafo importante es lade [KEN9Q] :
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Definicion 8: Un digrafo G consiste de dos conjuntos, € conjunto no vacio V(G) de

vérticesde G y el conjunto A(G) de aristas de G, junto con una funcién y
(gamma minascula) de A(G) en V(G) x V(G). S eesunaaristade Gy
ne) = <p, g>, entonces p se llama vértice inicial de ey g el vértice
terminal deey decimosqueevadepaq [KEN9Q].

Esta definicién tiene sentido si V(G) o A(G) son infinitos, pero como nuestras
aplicaciones son en conjuntos finitos supondremos que A(G) y V(G) son finitos

[KEN9Q].

Un dibujo del digrafo G es un diagrama gue consta de puntos correspondientes a
los elementos de V(G) y a flechas correspondientes a los elementos de A(G) tales que si
y(e) = <p, g> entonces la flecha correspondiente a e va del punto etiquetado como p a

punto etiquetado g [KEN9Q].

Ejemplo:

Considérese e digrafo G con V(G) ={w, x, ¥, z}, A(G) = {a, b, c, d, e f,
g, h} y y dada por la tabla 1.4. Los diagramas de las figuras 1.14.ay
1.14.b son los dos dibujos de G. En la figura 1.14.a se etiquetaron las
flechas para una plena correspondencia con A(G) . En la figura 1.14.b
simplemente se etiquetaron 1os puntos y se dejé que las flechas se hagan
cargo €ellas mismas. Esto no causa confusién porque, en este caso, ho hay
aristas paralelas, es decir, hay a lo mas una arista con un vértice inicial y
uno terminal dados. En otras palabras, la funcion y es uno a uno. Note
también que se omitio la flecha en la arista d porque z es evidentemente
vérticeinicial y terminal [KEN90].

y(e)
<w, z>
<w, x>
<X, Z>
<z, 7>
<z, x>
<z,y>
<y, w>
<y, X>

S|Q|—= 00T |D

Tabla 1.4 y(e) del digrafo 1.14.a
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(b)
Figura 1.14 Digrafo delatabla 1.4

Sy:A(G) - V(G) x V(G) esuno auno, entonces podemos identificar la aristae
con sus imégenes y(e) en V(G) x V(G) y considerar a A(G) como un subconjunto de
V(G) x V(G). De hecho algunas personas definen a los digrafos paratener A(G) [0 V(G)
x V(G) y llaman alos digrafos mas generales multigrafos dirigidos como es el caso de la
figura 1.13.a que puede ser considerada como un multigrafo dirigido por tener laaristab
y 6 dirigidahaciab [KEN9O].

El grado interno de un vértice o también llamada invalencia de un nodo en un
grafo dirigido es el nUmero de aristas que terminan en ese nodo; €l grado externo de un
nodo o también denominada exvalencia de un nodo, es el nimero de aristas que salen de
este nodo. El grado de un nodo o bien valencia de un nodo es la suma de sus grados
internos y externos o bien la suma de su invalencia 'y exvalencia. Por gjemplo, en la
figural.13.alos valores son [LOO8Y] :

grado-interno(a) = 1 grado-externo (a) = 2 grado(a) = 3
grado-interno(b) = 4 grado-externo (b) =2 grado(b) =6
grado-interno(c) = 1 grado-externo (c) = 2 grado(c) =3
grado-interno(d) = 2 grado-externo (d) =2 grado(d) =4

Muchos de los problemas importantes que tienen conexion con digrafos pueden
enunciarse en términos de sucesiones de aristas que van de un vértice a otro. Un camino
enundigrafo G esunasucesion de aristas tales que € vértice terminal de una arista es €l

vérticeinicial delasiguiente. Asi,si e, e, ....., &, estdn en A(G), entoncessi e, e, .....,
€, esun camino s hay veértices x, X,, ..... , Xp Xpe1 tAl€S QU Y(g) = <X, Xj41> parai =1,
2, ... , N. Sedice paraun digrafo que e, e,, ..... , €, €sun camino de longitud n de x, a

Xn+1 - Y que el camino escerrado s X; = X,+1 [KEN9Q].

Un camino cerrado de longitud al menos 1, con sucesion de vértices X, Xy, ...,

Xy X1 Se llamaciclo S X, Xy, ..... , X, Son todos diferentes. Aqui lo mismo que en
grafos no dirigidos se hace la aclaracion de que varios autores utilizan "circuito" y "lazo"
paralo que [KEN9Q] llamaciclo, y "ciclo" se utiliza a veces para un camino cerrado. Un
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digrafo sin ciclos se llama aciclico. Un camino es aciclico si el digrafo formado por los
vérticesy aristas del camino es aciclico [KEN90Q].

Teorema6: S uy v son veértices de un digrafo G, y si hay un caminoen G deu av,
entonces hay un camino aciclicodeuav [KEN9Q].

Corolario3: S hay un camino cerrado de v a v entonces hay un ciclo de v a v
[KEN9Q].

Corolario4: Un camino es aciclico si y solo si todos sus vértices son distintos
[KEN9O].

Se le llamara pozo a un vértice de un digrafo si no es el vértice inicial de una
arista. Los pozos corresponden a puntos que no tienen flechas saliendo de ellos.

Lemal: Todo digrafo aciclico finito tiene al menos un pozo [KEN90].

L os pozos corresponden a puntos de donde no sale ninguna flecha. Se llama a un
vértice de un digrafo unafuente si no esvértice terminal de ninguna arista.

LemaZ2: Todo grafo aciclico finito tiene al menos una fuente [KEN9Q].

Un digrafo que va de un punto a otro (Sin pasar por un punto intermedio) se [lama
trayecto o camino de longitud 1. Con cada digrafo se puede asociar una matriz |lamada
matriz de adyacencia o0 de vértices, para determinar cuantos caminos de longitud 1
existen de un punto aotro. Ver lafigura 1.15 donde se muestra el digrafoy en latabla1.5
su matriz de adyacencia [ GER90].

u

Figura 1.15 digrafo

u| | v | w
u| 0|1 0
v 1|0 1
w| 0]O0O] O

Tabla 1.5 Matriz de adyacencia del digrafo anterior
El nimero de caminos de longitud 2 de u aw es el elemento del renglon u-ésimo

y la columna w-ésima de A%, el cual es 1. No existen caminos de longitud 2 de w a
cuaquier otro punto, ya que el renglén w-ésimo de A? solamente hay ceros [GER90] .
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De estaforma puede obtenerse también la matriz de caminos de longitud 3, etc.

1.2 NP-Completitud

Se conocen un sin nimero de problemas intratables, por jemplo el problema del
agente vigjero, €l del circuito hamiltoniano (HC del inglés Hamiltonian Circuit), el dela
mochila 0-1 (ZOK del inglés Zero-One Knapsack,) el problema de satisfactibilidad, etc.
De otra manera cada uno de estos problemas, al menos en su version de problema de
decisién, tiene un algoritmo simple no-deterministico en tiempo polinomial para su
solucién. Por ejemplo, en el problema ZOK con n objetos solamente n suposiciones son
necesarias - una suposicion acerca de si 0 no incluir cada objeto. El problema PAV vy €l
problema HC involucran seleccionar una permutacion de los vértices, asi se requiere solo
seleccionar el k-ésimo elemento como k rangos de 1 a n. Una solucion a problema de
satisfactibilidad booleana requiere solamente suponer una tarea para cada variable
[SM189].

Note gue una vez que las suposiciones han sido hechas para el HC, se puede
checar facilmente que todos los vértices seleccionados sean distintos, sea 0 no cada
vértice adyacente a primero. De hecho, esta verificacion puede ser realizada en tiempo
O(n) si el grafo es representado como una lista adyacente. Consecuentemente, el
problema del circuito hamiltoniano tiene un algoritmo no-deterministico en tiempo
polinomial para su solucion [SM189].

Analogamente puede verse que el PAV puede resolverse por medio de un
algoritmo polinomial no deterministico. Similarmente para ZOK, se puede verificar que
la capacidad de la mochila no sea excediday compara la ganancia total con la ganancia
objetivo.

Definicion 9 : Un problema de decision esta en la clase P si y s6lo si es resuelto por un
algoritmo deterministico de complegjidad en tiempo polinomial. Un
problema de decision esta en el conjunto NP si y sOlo si este es resuelto
por un algoritmo no-deterministico de complejidad en tiempo polinomial
[SM189].

iNGtese que!, "NP" es para "polinomios no-deterministicos’ (del inglés
Nondeterministic Polynomial) y no es "no-polinomial” (del inglés NonPolynomial).
También debe notarse que cualquier problema en P esta automaticamente en NP, ya que
se puede considerar que un algoritmo deterministico es un algoritmo no-deterministico
con una entrada de suposiciones vacia. Asi P 0 NP [SM189].
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Intuitivamente se piensa que P es |la clase de problemas buenos, a pesar de que
una complejidad en tiempo de por giemplo O(n'**°) puede no parecer muy bueno. En la
practica, sin embargo, problemas interesantes en P tienden a tener exponentes de orden
muy bajo.

Se havisto que ZOK, PAV, HC, y satisfactibilidad booleana estan en NP, a pesar
de gue ninguno se sepa que esta en P. De hecho, no es conocido que haya algun problema
gue este en NP pero gue ho este en P. Hay muchos problemas conocidos que estan en NP,
pero no se sabe que estén en P. La pregunta de si P = NP es quizas el problema sin
resolver de la ciencia de la computacién. En el resto de esta seccidn se tratara de explicar
porgue es tan importante esta pregunta.

El beneficio obvio de andlisis de algoritmos en general es que se pueden encontrar
buenos algoritmos para resolver algunos problemas. Un alin mejor resultado deberia ser,
encontrar una clase de buenos algoritmos. Para resolver un gran niUmero de problemas de
esta clase. Un menos exitoso pero aln valioso resultado deberia ser el encontrar que
algoritmos no tan buenos sean posibles para uno 0 mas problemas. Recalcando que se
esta pensando en que P es |a clase de problemas buenos ( por g emplo problemas con una
buena solucién). Una estrategia para obtener resultados como |os previamente sugeridos
deberia ser encontrar una clase de problemas conocidos que estén en Py paralos cuales
la membresia en la clase sea facil de determinar. La clase NP califica en ambos tipos de
problemas. Los problemas faciles en NP, entre estos |os que no es conocido que estén en
P, podrian ser candidatos para problemas gque pueden ser presentados ser no muy buenos
[SM189].

Esta estrategia asume gue se tiene un camino de decir si un problema es mas f&cil
o mas dificil que otro. Un camino simple es decir que un problema es mas facil que otro
sl una solucion a segundo problema da una solucién al primero. En otras pal abras se dice
gue un problema es mas facil que otro si €l segundo problema es mas general que €l
primero, 0 sl € primer problema reduce a segundo. Se debe ser muy cuidadoso en este
proceso de reduccion. El algoritmo de reduccion no debe ser tan complicado que sea tan
dificil como uno de los problemas a reducir. Por ejemplo, se desea decir que la
multiplicacién es més fécil que la suma porque se puede calcular ax b como ((at+b)? - &
-b?) / 2. Aqui € algoritmo de reduccién esta involucrando elevar al cuadrado, division
entre 2y restas.

Afortunadamente se dispone de una prueba facil de simplificar la reduccién de un
algoritmo. Se asume que la reduccién del algoritmo debe estar en P. Ya que se esta
tratando solamente con problemas de decision, la complejidad de la reduccion del
algoritmo puede lidiar solamente en transformar lainstancia del problema facil dentro de
una instancia del problema dificil. La salida del problema dificil es simplemente "si" o
"no" , esta respuesta no debe de ser interpretada. Por o que se requiere de la siguiente
definicién [SM189].

Definicion 10 : Un problema A es reducible polinomialmente a un problema B (notacién
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A a B) si hay un algoritmo en tiempo polinomial que transforme
instancias de A en instancias de B en tal forma que las instanciasde Ay
las instancias transformadas siempre tengan la misma solucion [SM189].

No es dificil ver quesi Aa By s B a C, entonces A a C. En otras palabras, la
relacion a estransitiva.

1.3 Problemas de Decision

Un problema de decisién es aquel problema que pregunta si larespuestaes s o
"no", por gemplo ¢Puede este grafo ser 5-coloreado?. ¢Hay un camino de longitud < 15
millas? ¢Hay un conjunto de 67 vértices independientes? [WIL86].

Muchos de los problemas que estudiamos pueden ser descritos como un problema
de decision o como problemas de optimizacion; por gemplo, ¢Cuél es e nUmero méas
pequefio de colores con €l cual G puede ser coloreado?, ¢Cua es la longitud del camino
mas corto de estas ciudades?, ¢Cual es el tamafio del conjunto independiente mas largo
de vérticesen G? [WIL86].

Lateoria de NP-completitud es un intento, con un éxito parcial, para proveer que
ciertos problemas son intrinsecamente dificiles de resolver. Por |o que se dara una breve,
einformal introduccion a esta area tedrica tan importante de la ciencia de la computacion.
Asi, un problema de decisiéon es especificado por describir una instancia tipica del
problema, y haciendo la pregunta de ¢cual es... ?y ser contestada con un es"si" 0 "no".
Cualquier problema de optimizacion causa en forma natural una relacion con un
problema de decision. Para un problema de minimizacién, se puede preguntar ¢es la
solucion optima < aun valor X especificado ?. El valor de X debe ser especificado como
parte de las instancias del problema de decision. Para un problema de maximizacién, se
debe reemplazar € "<" por "=". Como un g emplo, se describira un problema de decision
basado en lamochila0-1 [STI187].

Problema de decisiéon : Mochila0-1 [STI87].
Instancia: Unalistade gananciasP = (p,, ...., p,), unalista de pesos

W = (wy, ...., W), unacapacidad M, y una ganancia hipotética Q.
Pregunta: ¢Eslagananciadptima=Q ?

Un algoritmo para "resolver" el problema de decisién de la mochila 0-1 es
requerido solamente para contestar "si" 0 "no". No se requiere exhibir una mochila
particular la cual tiene una ganancia= Q. Si se escribe un programa de computo € cua
regresa la respuesta correcta "si" 0 "no" en un tiempo finito, se dice que se tiene un
algoritmo deterministico para resolver un problema de decision. Parece ser restrictivo
considerar solamente problemas de decision, pero puede haber otro tipo de problemas

[STI87].
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1.4 Problemas de Optimizacion

Usualmente, si se encuentra un algoritmo réapido para un problema de decision
entonces con un poco més de trabaj o se estara capacitado pararesolver € correspondiente
problema de optimizacion. Por ejemplo suponga gque se tiene un algoritmo que resuelve €
problema de decision para colorear un grafo, y que se desea que esta sea la solucion del
problema de optimizacion (el nimero cromatico) [WIL86].

Sea un grafo G dado, de 100 vértices

Pregunta: ¢Puede el grafo ser 50-coloreado? De esta forma el nUmero cromético se
encuentraentre 1 y 50. Entonces se pregunta si puede ser coloreado en 25
colores. Si no, entonces &l nimero cromatico esta entre 26 y 50.

Continuando en esta forma, usando biseccién de los intervalos que estan
conocidos para contener el nimero cromético. Después de O(log n) pasos se ha
encontrado el nimero cromético de un grafo de n vértices. El factor extra multiplicativo
de log n no alterara la corrida en tiempo polinomial contra no-polinomial. Yaque si hay
un camino rapido para hacer la decision del problema entonces hay un camino rapido
para hacer la optimizacién del problema, la convergencia es entonces obvia [WIL86].

1.4.1 Optimizacién local

Labusgueda local u optimizacion local, es una de las formas primitivas de aplicar
optimizacién continua en un espacio de busqueda discreto. Esta fue una de las primeras
técnicas propuestas para enfrentarse a la intratabilidad computacional de muchos de los
problemas de optimizacion [GUJ94].

Algunas veces, la siguiente estrategia producira una solucién optima para un
problema[AHO74].

1) Empezar con una solucién aleatoria.

2) Aplicar a la solucion actual una transformacién de un conjunto dado de
transformaciones para mejorar la solucién, de manera que la mejora es la nueva
solucién "actual”.

3) Repetir hasta que ninguna transformacion del conjunto pueda mejorar la solucion
actual.

La solucién resultante puede ser dptima o no. En principio, si "el conjunto de
transformaciones dado" incluye todas las que toman una solucién y la reemplazan por
otra, entonces no se parara hasta alcanzar la solucién optima. Pero, en ese caso, €l tiempo
para aplicar (2) es el mismo que el necesario para examinar todas las soluciones, y todo el
enfoque no tiene mucho sentido. EI método tiene sentido cuando se puede restringir €l
conjunto de transformaciones a un conjunto pequefio, de modo que en poco tiempo se
puedan considerar todas |as transformaciones posibles tal vez deben permitirse las O(?)
u O(n*) transformaciones cuando el problema es de "tamafio” n. Si e conjunto de
transformaciones es pequefio, es natural considerar las soluciones, que pueden ser
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transformadas entre si en un paso como "cercanas'. Las transformaciones se |laman
"transformaciones locales’, y el método se conoce como busqueda local [AHO74].

1.4.1.1 Algoritmos de aproximacién por busqueda local

Los algoritmos de busqueda local han tenido gran efectividad como métodos
heuristicos para la solucién de problemas cuyas soluciones exactas requieren tiempo
exponencial. Un método comun de blsqueda es empezar con un nimero de soluciones
aleatorias y aplicar las transformaciones locales a cada una, hasta alcanzar una solucion
localmente Optima, que ninguna transformacion pueda mejorar. Con frecuencia se
alcanzaran diferentes soluciones localmente Optimas, a partir de la mayor parte o de todas
las soluciones iniciales aeatorias, como se sugiere en lafigura 1.16. Si se tiene suerte,
una de ellas sera globalmente 6ptima, esto es, tan buena como cualquiera otra solucién
[AHO74].

Soluciones Iniciales

A
r \
®
Costo

Localmente optimal
optimal 4

Globalmente optimal

optimal

Figura 1.16 Busgueda local en €l espacio de soluciones

En la préactica, tal vez no se pueda encontrar una solucion globalmente optima
como la que se sugiere en la figura 1.16, ya que el nimero de soluciones localmente
Optimas puede ser enorme. Sin embargo, es posible escoger por |10 menos aquella
solucién localmente Gptima gque tenga el menor costo entre todas las que se encontraron
[AHO74].

1.4.1.2 Algoritmos de Aproximacion

Dado un problema de optimizacién donde se sabe que se trata de un problema
NP-Completo por ejemplo el problema de la mochila 0-1 o el problema del agente
vigjero, a menudo es posible encontrar un algoritmo en tiempo polinomial cuya solucion
es aproximadamente Optima. De hecho, algunas veces hay una familia entera de
algoritmos de aproximacion para un problema dado, en el cual las mejores
aproximaciones requieren mas tiempo.

23



Se esta consciente del error cometido por los algoritmos de aproximacion
solamente como una fraccién de la solucion Optima. Si la solucién dptima es grande, un
error absoluto grande puede ser tolerado tan grande como €l error relativo es pequefio.
Para poder manejar problemas de maximizacion y minimizacion en el mismo
formulismo, se dala siguiente definicién [SM189].

Definicion 11 : Un algoritmo A es un algoritmo de aproximacion-€ para un
problema P s y solo si hay un nimero € tal que para cadainstancial de P,
la solucion aproximada S,(1) dada por A esta relacionada para la solucion
exactaen Sy(I) por :

(S-S /1S:1)) [ <e

Este es un camino formal de decir que €l error relativo siempre esta acotado por
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